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PRI,

In het algemeen is een functlgheelﬂeeh ngrsgﬂfift, waardoor aan
elke functie uit een zckere verzameling H van functies een (regel of
complex) getal wordt toegevoegd. Om tot een afgeronde theorile van func-
tionelen te komen kan men enerzijds de klasse der functionelen op een
gegeven verzameling H door nadere eilsen, zoals b.,v. linearitelt, inper-
ken; anderzijds is het van groot belang welke verzamelingen H men als
definitieverzamelingen van functionelen wenst toe te laten, Neemt men
voor H een ruimere klasse van functies, dan wordt de klasse der func-
tionelen armer., Zo is, 2ls I een gegeven interval en X, een punt van J
is, het functioneel dat aan een [unctie zijn afgeleide 1in X toevoegt
gedefinieerd op de verzameling der op J differentieerbare functies,
maar niet op de verzameling der op J continue functies; het functicneel
dat aan een functie zijn waarde in g toevoegt 1s wel gedefinieerd op
de lazatste verzameling, maar niet op de - vaak beschouwde - verzameling
der op 7 kwadratisch integrcerbare functies,

In deze voordracht zal cen ulteenzctting worden gegeven van de
grondgedachten van dco theorie der analytische functionelen, zoals die

in Itali& door L, Fantappilieé sedert 1929 ontwikkeld en uitgewerkt is,

Als argumentwaarden van deze functlonelen worden hierbi] z.z. locaal-
analytische functies gekozen, terwijl voorts aan de functionelen een
zekere analiticiteiltsvoorwasrde wordt orgelegd. In het volgende zal
plijken dat men zo ecn voldoend ruime klasse van functlonelen ver-

krijgt, waar, analoog =

\

an de rol die de thecorie der analytische func-
ties in de wiskunde speelt, e meeste functilonelen, die voor de toepas-

gingen van belang zijn, onder vallen,

1. De ruimte van Fantarpie,

Vocr ong doel zijn analvtische functieg in de zin van Welerstrass
minder geschikt als ultgangsvunt. Deze hebben b.v. het inconveniént,
) dat de definitiegebieden van twee analytische
functies yq en Vo cen niet-samenhangende
doorsnee kurmen hebben (zle figuur), zodat
de gsom Yq t Vs in verschillende analytische
functiles uiteenvalt., Ook varieert het defi-
nitiegebied van een functie niet continu

(in de hier heneden gegeven topologie) in




afhankeli jkheld van de functie. We nemen nu als ultgangspunt de z.g.
locaal-analytische, ultrareguliere functies, gedefinileerd als volgt,
Fen complexe functie y=y(t) heet locaal-analytisch, als y(t) gede-

finieerd is op een willekeurige, niet-lege, open deelverzameling M van
de complexe bol, en in elk punt van M regulier 1s. Een dergeliljke func-

tie y(t) heet verder ultraregulier (ULlregolare), als geldt y(ec)=0 in-

geval het punt <o tot M hehoort,
Aan de voorgaande definitie valt vooral het volgende op:
1. het gebied M behoeft niet samenhangend te zijn
2. y(t) mag voortzetbaar zijn hulten M,

Het nutvan de ultraregulariteit zal later blijken, blj de invoe-
ring van de indicatoren; voorlopilg neeflt deze tot gevolg dat de enige
functie, gedefinicerd op de hele complexe bol, de functie 1s die iden-
tiek O 1s. Onder de som van twee loczal-analytische, ultrareguliere
kunnen we nu zon-

functies yj(t) en y,(t), gedefinieerd op M, resp. M

1 2’

der bezwaar, ingeval M erO¥:Z‘, de functie verstaan dle gedefinleerd
[

1s op Mqerg en daar gggeven wordt door yq(t) + yg(t).

We merken op dat, bij de gegeven derinitie, een functie y(t) pas
bepaald 1s, als naast de functiewazarden ook het gebled M gegeven is;,
waarop we y(t) wensen te beschouwen, We laten dat desgewenst in de no-
tatie tot ulting komen door te schrijven (y,M) of (y(t),M) 1.p.v. y.

i vy (€)M,
(t)=y.(t) voor teM, dan noecmen we yq(t) een voortzetting van y(t) en
(t

.

J1ijn gepeven twee functies (y(t),M) en (
Y
.

), en is Mo M oen

=J
]
een verkorting (raccorclamento) van y,(t).
{

We wensen nu in de verzameling der locsal-analytische, ultraregu-
liere functics cen topologie te definitren. Zij (v, (t),M ) zo'n functie.
~1J) verder £ cen wlillekeurige cohte, nict-lege, xesloteni(dus compacte)
deelverzameling van M en zij o een willekeurig positiel getal. Dan
verstaan we onder de omgeving (A, o ) van ym(t) de verzameling van alle

locaal-analytische, ultrarepuliere functies (y{(t),M), waarvoor geldt:
(1) Moa 5 y(t) -y (L) =@ voor toe A.

Men gaat gemakxell jk na dst hicrdoor ecen ompevingsruimte, en dus ecen
topologische rulmte wordt gedefinieerd. We zeven die ruimte, de ruimte
van Fantappilé geheten, aan met ¥ . Helaas geldt rnilet het scheildings-
axioma van Hausdorff, maar alleen het zwakkere van XKolmogorov: bij twee
verschillende elementen van ¥ is er tenminste één dat ecen nmgeving be-
z1t die het andere element niet bevat, M,a.w. ¥ is slechts een Tq—
ruimte, De ocrzaak hiervan is deze, dat elke voortzetting y van een ge -
geven functie Y deel uitmaakt van elke omgeving (A, o ) van Voo

Op de gebruikelljke manier worden nu open verzamelingen (gebieden)

2 [\ 1 = R .
in 7 gedefinieerd. 1In het algemeen bestaat nog weinig inzicht in de



structuur van zulke gebileden (zlc [8]1 ). Anders is dit in een belang-
rijk bijzonder geval, n.l. dat der lineaire gebieden. Een gebied R in
¥ heet lineair, als geldt:

(2) v.(t) e R » Volt) e W s cqu(t) tooys(t) e R
<01 en o, willekeurige complexe constanten); dit impliceert dat de de-
finitlecgebleden van willekeurlg twee functies uit R een niet-lege door-
snede hebben. Aan Fantappic [1,2.4 , 71 dankt men nu de volgende
Stelling. Is R een lineair peoled in ¥, dan 1s de doorsnee van de de-
finitiegebileden van de functies uit R een niet-lege, gesloten, echte
deelverzameling A van de complexe bhol. En 72 bestaat ult alle functies
(y(t),M) uit ¥
Men noemt A de karakteriptieke verzameling van ®R en schrijft %,z(h).

waarvan het def'initiegeblied M de verzameling A omvat,

5

Bewijs. Z1j S de complexe bol en B de verzameling der punten van S,
waar tenminste één functie uit R niet gedefinieerd is. Men kan gemak-
kelijk aantonen, ultgaande van het gekozen omgevingsbegrip in N (de
vases L der omgevingen zljn gesloten verzamelingen in S) en de compact-
heid van 3, dat er bij elk punt © van B een omgeving Up in S en een
functie (y.,M,) uit R bestaat, zodat U, N M= @.

Hieruit volgt allercerst dat B open is. Verder is B#S. Anders was

n.l. B te overdekken door eindip veel omgevingen Ur 3Up 5eesUpr €N
M2
hadden de deflinitiepebicden van de bljbehorende functies (yT ,Mt ),

(v 3Mr),«..,(yt‘,M, ) een lege doorsnee, zodat y,. +y. +...+yp — niet
[a4 = 3¢ k 1 ’L_' Kk

tot R behoorde, 1in strijd met de onderstelde lineariteit van R . We
weten dus alvast dot het complement J-B=A, d.i. de doorsnce van de de-
finiticgeblieden van de functiles ult & , niet-leeg en gesloten is. Cok
is A4S (zie delinitie van ultroregulariteit),

Nemen we nu eeng cen functie (y,M) e . Dan 1s M> A, ZiJ) T =3-M,

zodat J < B, Deor J zegloten 1s, is 7 te overdekken door eindlg veel

omgevingen U, ,U,. ,...,0. . Lc s3om v van de bijtehorende functies

le uit R, op grend van de lineariteitseis,
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ern 1s gcdefinieepﬂ op ecen zekere (open) verzameling M, die A omvat,
maar zelf bevat 1s in M, Er lg een omgeving (A¥,s) van (V,M) die in W
bevat is. Uit de lineariteit van & en de compactheid van A™ volgt nu,
dat elke functie uit ¥ , die tenminste op A® zedefinieerd is, tot %
behoort., Tus (y,M) e R, Hicrmee is de stelling bewezen.

Omgekeerd toont men aan, dat elke niet-lege, gesloten, echte deel-
verzameling A van S karakteristieke verzameling is van een lineair ge-

Ny \ - \(;’

hied in . Men merke op, dat zelf niet lineair is.

In de ruimte § willen we nu lijnen beschouwen, en wel z.g. analy-

tische lijnen. De punten van zo'n lijn zljn dus locaal-analytische,



ultrareguliere functies, en wel functies die nog van een complexe para-
meter « afhangen. We noemen 82 het topologisch kwadraat van de complexe
bol en stellen de volgende definitie op.

Z1J 0 een nlet-lege verzameling in S en laat aan elke «e () een
locaal-analytische, ultrareguliere functie y, =(y. (t),Ms) toegevoegd
ziJjn. Dan heet de schaar y, een analytische 1ijn in 3’, indien de ver-
zameling K der punten (6, ) met teM,, «eld) een open verzameling in
5° 1is, en de functie y(t, ), gedefinieerd door

v(t, ) = v (t) ((t,e¢)eK)
locaal-analytisch in « is, bij vaste t,

De voorstelling ym(t) van een analytische 1lijn L 1is een parameter-
voorstelling. Men krijgt een andere parametervoorstelling door voor o«
een omkeerbare, analytische functie « = «(a) te substitueren,

In verschillende gevallen is het van bhelang te weten voor welke
waarden van « een gegeven analytische 1lijn y, in een gegeven gebied ®
van ¥ doordringt, d.w.,z. voor welke waarden van « geldt dat Vo € K.

Men 1s speclaal geinteresseerd in de volgende eigenschap:

Dringt een analytische lijn y, (oce 1) in een gebied R van ¥, dan
is de verzameling O' < 0O, zodat y,e® voor «e), open.

Om van de geldigheid van deze eigenschap verzekerd te zijn, legt
Fantappie {1,2,7] aan een analytische 1ijn nog een vervelende bijvoor-
waarde op., Hij eist n.l. dat het complement Jy=S-M, van de definitie-
verzameling van y, («< ) continu varieert met o« ; hierbij is de con-
Tinuitelt gegrond op het volgende begrip distantie (scarto) van twee

niet-lege, gesloten deelverzamelingen T% en 32 op de complexe tol:

dist. (7,,73,) = max [ p (7,550, ¢ (32,‘31)] ,
X

met 9(31,3 ) = max afst, (",Ii),

J x e .

Nader onderzoeck [9,10) lcert echter:

7. dat men kan volstasn met een zwakkere continulteltsels: T, z1]
bevat in een willekeurige ¢ -omgeving van:%Q, wanneer « op de complexe
pol beperkt wordt tot cen voldoend klelne ° omgeving van Oy -

2. aan deze continuiteitsels 1s automatisch voldaan, als K een
open verzameling in 82 1.

Het bewljs van de genocmde eipgenschap verloopt dan in grote trek-
ken als volgt. Zij o, Cen punt van (1, zodat yo£65Q. Dan 1s er ecen
omgeving (A, o ) van Vo o zeheel bevat in %2, Daa%bij is %{ disjunct
met A, dus ook . disjgnct met A als « tot cen zekere omggving UO van
%, behoort. Dus is y(t, o ) gedefinieerd voor te A, we U,. Daar y(t,o )
analytisch en dus continu 1s, geldt dan ook

‘y(t,oc) - y(t, Dco)§<0' voor teh,



d.w.z. y, (t) e {(A,cv) van ymO}CBQJ

als x tot een geschikte omgeving van o beperkt wordt. Hiermee 1s Fan-
tappie's bijvoorwaarde overbodlg gewordcen.

2. Lineaire analytische functicnelen.

Een functioneel Fy=F{y(t)] heet (locaal-) analytisch, indien aan

de volgende drie voorwaarden 1s voldaan:

a) F is gedefinieerd op een gebied R ¥

b) is yoeﬁ% en yq een voortzetting van Vo (zodat dus ook yqe?Q R
zie p.2), dan is Fy. =Fy

¢) dringt een analytische 1lijn vy, (t) door in®@®, zeg voor cel)', dan
is fe)=Fly,(t)] een locaal-analytiscne functie van « voor we ).

De eils b) zegt ongeveer, dat de waarden van YA in een deelgebied
recds bepalend zijn voor de wanrde van F.We merken nog op (zie [10])dat het
voor de geldigheid van c¢) voldoende ig dat de daarin uitgesproken eigen-
schap "slechts" gelidt voor analytische lijnen die aan de hierboven ge-
noemde bijvoorwaarde van Fantapple voldoen,

Een functioneel Fy heet lineair als geldt:

a') F is gedefinieerd op cen lineair gebied WM =(A), alsook b)
d) op R is Fly,+ypl= Fy +Fy,.

Voorbeelden van lineaire functioneler zijn

o3

1) Fy = yt‘)(to) op R o=(A)= ( {t}])
[ oyle)ar op R =(a)= ( [2,b1).
a

2) Fy

Het is nog een onoogelost probleem, of in het algemeen een analy-
tisch functioneel F, gedefinicerd op cen gebied Re$ , continu is op & .
In de gekozen topologle betekent continuitelt van F in een punt yoezé 5
dat er bilj elk positief getal ¢ cen omgeving (A, o ) van y_ Pinnen W is
te vinden zodat |[Fy - F Vol <& als y e (A, o). Er zijn wel partigle
resultaten [2,11,13] . Nodig en voldoende voor de continuitelt van een
analytisch functioneel  din een punt Vq iz b.v., dat er in R een
omgeving (A, ¢ ) van Yo is, waar T Egggggﬁi lg, anders gezegd: doorloopt
Y4 de verzameling functies met yqe;(A) en max qu(t)-y

i 0
mern we 5(y1) het grootste positieve geta&€6§ zodat yo+a(y1—yo)<z(A,d)

(t)|=2c en noe-

en tevens |F [y0+(x(y1—yo)j -F y0]<:1 2ls o) <« 6, dan is inf 3:(y1)_>0.
Met behulp hiervan laat zich aantonen [2,12], dat een 4o

lineair analytisch functioneel continu 1s in elk punt van het definitie-
gebiled (A).

We beschouwen nu verder alleen functionelen die zowel lineair als

analytisch zijn. Is F een lineailr analytisch functioneel op (A) en



y(t) e (L), dan is Flxy(t)l= «Fly(t)] voor elk complex getal o . Want
uit d) volgt dat dit juist i1s als « rationaal is. En daar o y(t) een
analytische 1ijn is ( « willekeurig eindig), volgt uit ¢) dat Fle y(t)]
een analytische functie van « is, zodat de bewering ook voor willekeu-
rige « geldt.

Dringt verder een analytische 1lijn y, door in het definitiegebied
(A) van F, dan mag mecn differentiéren onder het teken F:

d 3 i
gz Pl (8] = F L v ()] , dus ook
] n : |
(+) dn Fly (t)] = F} ¢ Mx(t)} (n een natuurlijk getal).
dO(_ L ?)(,\’ .

Dit is een vergzande genceralisatie von het differenti&ren van een be-
paalde integraal onder het integraalteken, Het bewljs berust vnl., op
de overwegiling, dat voor uoe;OJ en geschikte p > 0 de functieschaar

V.. (t), gedefinicerd door

?f—oaO (t) = (7\% yoc<t)),x‘=a( 9 .57,—‘_“7) = (.x_.O(,oO (O<[°{"""XOI< P )3
0]

een analytische 1ijn is en dat F langs die 1lijn continu is,.
Omgekeerd kunnen we een weyg C beschouwen in het gebled (L', waar
¥, (t) in (A) doordringt, en hebben dan

N\ s - [“ l/, .7
<5) .,/ F {Jr (t)»} d\’,\L = F} J/’. yu\(t> dO( g ]

We kunnen nu overgaan tot de behandeling van de z.g. indicatoren.
Blj een analyftische functie 1s het zd, dat de waarde in een willekeurig
punt, door de formule van Cauzhy, uit te diukken is m.b.,v. de waarden
van de functie op een geschikt gelozen gegloten 1ijn. Een dergelijk ver-
schijnsel treedt cp bij analyvtische functionelen. Is F een lineair
analytisch functioneel, op cen lineair gebied (A), dan 1s met een hier-
na te behandelen formule de woarde van F in een willekeurig punt van
(A) uilt te drukken m.b,v. de wanarden van F op een bepaalde analytische
lijn. Het wverrassende 1s, dat men hierblj voor alle lineaire analytil-
sche functionelen met ecenzelfde analytische 1ijn kan volstaan.

71 y.(t) de volgende nnalytische 1ijn:
(6) v.(t) = &gf‘ voor « eindig en t# o, y,(t)=0 voor w=co, t eindig.
We hebben hier [ =3-My, = {«} . Zij nu (A) een linealr gebied., Dan is
het complement B=35-A niet-leeg en open, en dringt de 1ijn Mx(t) door
in (A) voor o e B.

We beschouwen nu een lineair analytisch functioneel F op (A) en
zetten: 7
(7) v (x) =F| 2

SN

(o ¢ A),

Lol



De functie u(«) is als zodanig locaal-analytisch en verder ook ultra-
regulier: u(ew) = Fo=0, Iaat y=(y(t),M) een element van (A) zijn en zij
J =5-M. Dan zijn J en A gesloten, disjuncte deelverzamelingen van de
complexe bol, Zij C een gesloten kromme, zonder doorsnijdingen, maar
niet noodzakelijk samenhangend, die J en A scheidt (curva separatrice),
Lagt C van een zodanige oriéntering voorzien zijn, dat A geheel tot het-
binnengebied van C behoort., Voor een punt t binnen C geldt dan

v(0) = g [ OHEH e

2ol

Om F te kunnen toepassen, zonder last te hebben van de beperking voor
t, voeren we nog in de verkorting V(t) van y(t) op het binnengebied

van C, Wegens (5) en b) is dan

7

. F—7 2\ /] 4 - \J T _l . /l . 1 J
in verband met (7) dus
e |
(8) FD«C)J A u(t)yl(t) dr

Dit is de gewenste formule., Formule (8) is bewezen door Fantapplé
[1,2,6,7] en legt de eigenlijke grondslag voor de toepassingen. De func-
tie u(a), gedefiniecrd door (7), wordt de antisymmetrische indicator

>

(1'indicatrice emisimmetrica) van F genoemd. Kent men u(«x), dan kan men
algemeen F[y(t)] berekenen. De antisymmetrie zit hem hierin dat, op
grond van de keuze van de ori&ntering van O, de integraal in (8) van
teken verandert, als men de rollen van u(zr) als indicator en y(t) als
willekeurige functle verwisselt.
In de hierboven gegeven voorbeelden is
!

g 1 \ . . [ v(z
ulo) = ( Yo o= e, dus Y (D) = s ~ dt, resp.
w-Tit=t (o -t)" ’ O 2l '/C (T -t )é ?
B ag a- | - 1 / Oa T
u(e) :V/ % = log %?%)’ dus‘/ v(L)dt = 5= [ log g—= . y(T) az .
a a C ”

Deze zo afgeleide eenvoudige [ormules zijn nu van een algemeen stand-
punt uit belicht.
Er is ook een symmetrische indicator w(x), gedelinleerd door
o1
(9> W(“) = F | T- & € ’

[S

( X ;f A )J

waar A' de getransformeerde van A is d.m.v, de transformatie t'= % .

Er geldt u(x) = % W(%>a

3. Toepassingen,

Z21jJ H een lineaire verzameling van functies en zij K een operator
op H, die aan elke functie ult H weer een [functie ult H toevoegt:

feH s K f « H.
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We noemen I de identieke operator en onderstellen verder nog dat K
lineair is op H:

K(f1+f2) =K [, +Kf,,

De verzameling van alle operatoren op H van het beschouwde type

K(c f) = ¢ K T,

is een ring. In het bijzonder kunnen we alle polynomen p(K) in een ge-
geven operator K beschouwen. Deze polynomen zijn in correspondentie te
brengen met de polynomen p(X) in een onbepaalde A . Deze corresponden-
tie

(10)  ® : p(a) — p(K)

bezit de volgende vier eigenschappen:

1) met de som van twee polynomen in A correspondeert de som van de bij-
behorende polynomen in K:

pq<x) + pg(x) -> pq(K) + p2<K)

2) analoog geldt voor het product van twee polynomen:

pq(K).p2<l) —> D1<K>°pg({)

3) met 1 en A corresponderen I resp. K
4) hangt p(A) analytisch van een parameter o« af, d.w.z. is

p(n) = pe (n) = e (o) + e fe)n 4. v (o)A,

) s ( >:--~;Cn(m), dan

2 (e
1s ook het corresponderende polynoom p, ( ) wnelytlsch in die zin dat
e, ()K"

Do (K)T = OO( )f + (,/]<CL)K o+,

met in zeker gebled analytische functies

analytisch van«afhangt.

Nu gaat het er bij de symbolische rekcnwijze (Heaviside) met name
om, een vergell jking voor een onbekende functie y van de gedaante
p(K)y=f op te lossen. Anders zgezegd: wat is het resultaat van de ope-
rator p/% , toegepast op f. Om deze vraag te beantwcoorden trachten we
de bovenbeschouwde corregspondentie @g uit te breiden tot een corres-

pendentie
(1) ©: g(n) — glK) ,

waarbl] g(A) varieert in een zeker gebied R van locaal-analytische
functies uit ¥ , dat de functie 5%%7 bevat, en de g(K) operatoren zijn,
die in H werken, terwijl de eigenschappen 1) - 4) behouden blijven.
De functies ult H hoeven niet analytisch te zijn. Omdat de som van twee

funeties gq(X) en g2<x) gedefinieerd moet zijn, moet R linealr zijn.

Laten we eens onderstellen dat er een lineair gebied Rc¢ ¥ bestaat,
waar de polynomen toe behoren, en dat er een correspondentie van de ge~
daante (11) bestaat, zodat géldt:



7. g, () +es(n) — g (K) + g, (K)
1( 2( L 2 }- As gn), g e R

27 g0 e () = g (K) L es(K)
3°. 1 > I, Ao K
49, ig g.(7) een analytische 1lijn in ¥ , die in ® doordringt
voor «ef)', dan is voor de corresponderende operator, zeg g (K)
g, (K) £ analytisch in w voor «e SU',

Voor de polynomen levert dit juist de correspondentie (Do. We
schrijven nu

(12)  g(k)f = F [g(2)]= Fla(rn); 1] (g(n)eR,fecH).

Dit is, evenals f, een functie uit ¥, zeg Flg(?)] (x), nog afhangend
van f en g(A). We denken nu het argument x en de functie f vast, Dan

is het een functioneel, gedefinieerd op K . Op grond van 1°9.4° yunnen
we er de volgende eigenschappen voor afleiden,

Vooreerst is er een niet-lege, gesloten, echte deelverzameling A
van de complexe bol 3, zodat R=(A). Daar de polynomen tot R behoren,
is co¢A. Dus A is begrensd. Verder volgt ult 4° dat het functioneel F
analytisch is op (A) en uit 1° dat F lineair is. Hierbij geldt nog,
wegens 2% en 30,

(13) 7 (2] =" ¢ (n=0,1,2,...),

(W) Ple (3).eo(n); ] = Ble.(n); Pley(n)s fl] .

Het functioneel Flg(a)] is gedefiniecrd als g(h)e (A), d.w.z. als g()
gedefinieerd is op A. Dus is g(K)f onder meer bekend, als g(A) een
rationale functie ig met polen buiten A, We kurnen hierbl] algemeen
g(K)f=F[g(r)] berekenen, als we maar de irdicasor van F kennen. Noemen

we L, de operator die correspondcert met de functie g(A\)= &g?‘(u,¢.A),
en stellen we L f= y{a;f). Dan geldt

(15) g(K)f = Flg(r) ;3 ] = — JC y(n;f) g(ndn,

2771 .

voor alle functies g(x) uit ¥ 5 wger definitiegebled de verzameling A
omvat. De contour C worde hierblj gekozen, zoa_s in 2 1s ulteengezet.
Over de berekening van y(e:;f), welke functie op zichzelf eendul-
dig is bepaald door het functlioneel F, en evenals f een functie uit H
is (afhangend van o en f), is het volgende te zeggen. Voor « ¢ A be-

hoort Qgi tot R, alsook o-A . Wegens 2° is dan
/]

o=
dus (x-K)L, =I, ofwel («x-K) 7y (x;f) = f. De functie 7y moet dus een op-
lossing zijn van de functionaalvergeliljking

(=) = 1 — (o-K). Lo

(16) «y - Ky = f (e ¢ &, FeH).



We keren nu de zaak om (zie [11 ). Zij weer H een lineair gebied

van functies en K een operator die in H werkt, Dan zijn de volgende drie
voorwaarden voldoende voor het hestaan van een correspondentie @ wvan

de gedaante (11) op een of ander lineair gebiled R =(A), die voldoet aan
de eisen 1°-49 (A begrensd):

I. voor o ¢ A heeft de vergelijking (16) een eenduidig bepaalde op-

lossing y= 7 (x;f) voor elke fe H
II. die oplossing y(«x;f) is een @nalytische functie van «
IITI. bij elke feH is de integraal in het rechterlid van (15) weer

een functie uilt H.
Bewijs. Allereerst hangt y(e«;f), krachtens de structuur van de verge-
1ijking (16) en de eenduidige bepaaldueid van de oplossing, lineair van
f af., Verder is 7(c;f)=0 voor o = oo ; dus is y(e;f) als functie van «
gedefinleerd, locaal-analytisch en ultraregulier op het gebied S-A. We
construeren nu de correspondentie © door aan elke functie g(x) ult ®
de operator g(K) toe te vocgen, die bepaald is door (15).

Uit de integraalvoorstelling i1s duildelijk dat het resultaat van
z(K), toegepast op f, analytisch van een parameter o« afhangt, waar
#(A) dat doet. Dus geldt 4°. Ivenzo is 1° evident. Om 3° te bewljzen

voeren we even in de symmetrische indicator 7 («;f)= 2 (L;f). Die 1is

o &
analytisch 1n de corsprong en ius te ontwikkelen als

I

Z: = »EO + E/l(x + E,»\O(.IZT'

“

(el < p)
en voldoet verder aan de vergelijking
(161) 7- oKy =1,

Dit levert g = 7

w0, ={ en, na (ifferentiéren, Equgosz. Anderzijds

leert berekening Ty /f vt AN = gn (n=0,1,2,...).

Toepassing van de aan 1 en A ~oegevoegde operatoren op f geeft dus in-
.. L0
derdaad f=If resp. Kf. Daarmez is 3 bewezen.
Om tenslotte

/l
T 2wl

en anderzijds

A . | _
Pl= 573 f W(hsgg(K.f) gq(A) an ,

e

w
met g (K)f = sov /ﬂ

en laten zien dat P en P' ovareenstemmen., Het ziljn functionelen op K ,
zowel van gq(l) als van gg(h;. Het is nu voldoende te laten zien, dat

0 . .
aan te tnen, moeten we enerzijds vormen

7 (2s7) g4 Mey(n) an

"’d
|
1’)\ ™

y (A5fg,(0) an,

!

deze uitdrukkingen dezelfde indicator hebben, dus dat zZe overeenstemmen

o 82(K> = @jx (ct, 2 ¢ A). Residuen-

berekening geeft (bij de gencemde speciale keﬁze):

als we speclaal kiezen gq(x\z



/] “
s {Zf(u;f) -7 (ps0) g,

zodat (K-p) (K-o)P = 7;%; -(K-p) £+ (K-x)f]} =r.
Anderzijds is P'= gy (x;f') met £'=7(5,f), dus (K-p) (K-cc)P'=(K-B)f'=f,

Hieruit volgt, in verband met I, P=P!, Dus geldt 2°.

P =

Als voorbeeld beschouwen we de operator J , gedefinieerd door
X

gt = [ r(t) at,
X
o
op de ruimte der op zcker interval [a,b] continue functies
(xo,x e [a,b] ). De vergelijking (16) wordt hier oy -J7 =f. Voor
v =Jdy is dus «¥y'-7=f, alsook i(xo)zo. Hierdoor is ¥ , en dus 7,
cenduidig bepaald. Men vindt
1 . 4 X=1 ) o
¥ = < f(x) + —-Q-/ e | )l f(t) dt = Lof(x).
0.8 XO
De eigenschappen I-III gelden voor o#0. Dus kan men op natuurlijke
wijze (d.w.z, zodat 19-4° gelden) aan elke in de oorsprong analytische

functie g(r) een operator g(J) toevoegen; daarbij is g(J) bepasld door

: 1
(7))t = e(0) £0x) <y [ Ba [ X ) goyar.

O

“C
Men kan algemener cen in A =0 analytische functie g(x,x) beschou-

wen en komt dan tot de volgende bepaling van g(3,x):
' —~(x-t
SV A
(17') glJ,x) = g(0,x) + | //57§/ e g(n,t) dt.

el o X X
o
Het 1s vooral deze formule, die op ultgebreide schaal gebrulkt wordt
bij het oplossen van partiéle differentiaalvergelijken (met randvoor-
wzarden, zodat de oplossing cenduidig bepaald is). Als voorbeeld zij
genoemd de paraboligsche vergelljking
(48) 22 4 5 22 4 1 22 4 oy 2 on(x,y)
YT (,3-,53-{—’1—,’-5—3-]-4*&'/;-— L,y
ax
met constante codfficiénten a,b,c en randvoorwaarden
D7
) — — = P 7
Z(xosy) = (PO(:V): ('()X)X:XO kiq(\h)

(alle bekende functies analytisch),. Toepassing van J op (18) levert

0z L~ oz , .
3 * oj% + (a+ed)z = If+a ¢ (v) + ¢,(v);

met z(xo,y) = @O(y), Men vervangt nu in deze vergelijking T door A,
lost z op als functie z van A,x,v en "vervangt' tenslotte, onder toe-
rassing van (17'), Adoor J ., Er komt zo q
- -t)
an (* 3 (xt)
- € Z(tsy;?\) at,
X
o)

— 1
Z(X.vy) = Z(X3Y§O) + =771 /

M

hile)



waar Co een voldoend kleine cirkel om de oorsprong is. Hiermee is de
oplossing van (18) teruggebracht tot een kwadratuur en de berekening
van een residu,

In [1,2,3,14,15,16] worden op cen dergelijke manier grote klassen
van differentiaalvergelijkingen behandeld. In [17] wordt, aan de hand
van een voorbeeld, iets algemener dan (18), het nut van deze methode
tegenover de methode van de transformatic van Laplace afgewogen,

Alle in deze syllabus beschouwde problemen zijn gegeneraliseerd
voor het geval van functionelen en gebieden van analytische functies
van meer variabelen [1,7,10] . Weliswaar gaat hierbij iets van de har-
monie van het eendimensionale geval verloren. Zo kan men als indicator
van een linealr, analytisch functioneel F van analytische functies van
m varilabelen zowel de ultdrukking

1

e | |
(0g=5 ) (ergmtp) (o= ) |

-

7 ( ] j
*_1+mqtq+a2t2+,.,+wmtm

nemen [18] . Deze indicatoren zijn in het algemeen niet meer gedefini-
eerd in elk punt 9‘=(“4:”o:-==:“m) bulten het karakteristieke gebied A
-

van het definitiegebied van F.
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